
― 125 ―

계량 경제학 모형의 부분 식별에 관한 연구(1)

이  석  배

계량 경제학 모형의 부분 식별(partial identification of econometric models)은 계

량 모형의 제약 하에서 모형의 모수가 부분적으로만 식별되는 경우를 의미한다. 이
러한 상황에서는 통상적인 추론 및 검정 방법과는 다른 방법을 요구한다. 본 논문의 

목적은 계량 경제학 모형의 부분 식별에 대한 최근의 계량 경제학 문헌을 선별적으

로 소개하고 경제학에의 적용 사례를 통해 새로운 추론 및 검정 방법의 유용성을 살

펴보는 데 있다. 

주제어: 교집합 범위, 부분 식별, 식별 영역

1. 머리말

계량 경제학 모형의 부분 식별(partial identification of econometric models)은 계량 

모형의 제약 하에서 모형의 모수(parameter)가 부분적으로만 식별되는 경우를 의미

한다. 전통적인 모형 식별에 관한 입장은 모형의 모수가 모수 집합(parameter space)

에서 한 점(single point)으로 정해지거나 그렇지 않은 경우로만 국한되어 왔었다. 그

러나 Charles Manski가 선도하여 그의 저서들[Manski(2003, 2007)]에서 집대성된 부

분 식별의 이론에서는 모수가 모수 집합의 순 부분집합(strict subset)이 되는 경우에

도 유용한 정보를 얻을 수 있음을 보여 주었다. 다시 말해, 계량 모형에서 작위적인 

가정이 약할수록 얻어진 결론이 제한적일 수는 있지만 좀 더 신뢰할 수 있다는 것이

다. 이런 부분 식별 방법론의 입장을 Manski(2003, p. 1)는 다음과 같은 명제로 서술

하였다.

“신뢰성 체감의 법칙(The Law of Decreasing Credibility): 추론의 신뢰성은 유지되는 가

정의 강도에 따라 감소한다(The credibility of inference decreases with the strength of the 

assumptions maintained.).”

(1)  본 연구는 제원연구재단의 지원으로 이루어진 것임. 제원연구재단의 지원에 감사드린다.
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일반적으로 말해, 자료 그 자체가 제공하는 정보만으로는 의미 있는 추론을 하는 

것이 불가능한 경우가 많다. 따라서 계량 모형은 추론을 위해서 필수적인 경우가 대

부분이라고 할 수 있다. 계량 모형들을 구성하는 가정들은 크게 두 가지 종류로 구분

할 수 있다. 첫째로는 희소성과 합리성 등에 따른 경제 원리에 근거한 제약들이 있

고 둘째로는 추정의 편의를 위해 추가된 가정들이 있다. 후자는 종종 함수의 형태

(functional form)나 분포에 관한 가정(distributional assumption)으로 표현되는 경우가 

많다.  

부분 식별 방법론은 추론의 결과가 후자와 같은 작위적인 가정들에 얼마나 의존하

는지를 분석하고자 한다. 다양한 가정들을 적용해 봄으로써 모형의 가정들이 어떻게 

모수에 대한 추론을 바꾸는지를 살펴보는 데에 부분 식별 방법론이 유용하다고 할 

수 있다. 예를 들면, 많은 실증 분석에서 특히 미시 계량 모형에서는, 개인들 간의 관

측되지 않는 이질성(unobserved heterogeneity)이 중요하다고 인식되어 왔다. 경제 이

론은 많은 경우에 있어서 개인들의 이질성에 관해서 어떻게 모형화해야 하는지에 대

해서는 도움이 되지 않는다. 이런 경우에 이질성에 대한 확률분포 가정이 얼마나 추

론에 영향을 미치는지는 중요한 실증 분석의 문제이다. 부분 식별 방법론은 이런 경

우에 있어서 해답을 줄 수 있다. 

부분 식별의 중요한 예로서, 많은 경우에 있어서 부분 식별된 계량 모형의 모수

(parameter)는 교집합 범위(intersection bounds)의 형태로 표현될 수 있다. 예를 들

어 모형의 모수가 θ*라고 하자. 그리고 모든 v∈V ⊂Rd에 대하여, θ*가 범위 구간인 

[θ l (v), θ u (v)]에 속한다고 가정하자. 그러면 θ*에 대한 식별 영역(identification region)

은 다음과 같이 주어진다.

(1.1) ΘI = ∩v ∈V [θ l (v), θ u (v)] = [supv ∈V θ 
l (v), infv ∈V θ u (v)]

이러한 교집합 범위(intersection bounds)는 다양한 계량 경제학 모형들에서 도출될 

수 있다. 그 예로는 Manski(2003, 2007)에서 많이 찾아 볼 수 있다. 이러한 상황에서

는 통상적인 추론 및 검정 방법과는 다른 방법을 요구한다. 본 논문의 목적은 계량 

경제학 모형의 부분 식별에 대한 최근의 계량 경제학 문헌을 소개하고 경제학에의 

적용 사례를 통해 새로운 추론 및 검정 방법의 유용성을 살펴보는 데 있다. 현재까지 

개발된 방법들을 개관하고 정리하여 비교·분석하고 새로운 연구 방향을 제시하고
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자 한다. 부분 식별의 최근 동향을 잘 정리한 선행 연구로는 Tamer(2010)를 참조하기 

바란다. 

본 논문은 선행 연구의 결과를 정리하여 개괄적으로 소개하는 검토서이며, 다음과 

같은 구조로 이루어져 있다. 2장에서는 경제학 실증 연구에 부분 식별을 이용한 사례

들을 경제학 분야별로 분류해 소개할 것이다. 3장에서는 최근 계량 경제학에서 연구

된, 부분 식별로 정해지는 식별 영역에 관한 추론 방법을 소개할 것이다. 마지막으로, 

4장의 결론으로 본 논문을 마무리할 것이다. 

2. 실증 분석 사례

이 장에서는 경제학 실증 연구에 부분 식별을 이용한 사례들을 경제학 분야별로 

분류해 소개하고자 한다. 특히, Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 실

증 분석 사례와 Ciliberto and Tamer(2009)의 실증 분석 사례에 관해서 자세히 소개할 

것이다. 현재까지는 주로 응용 미시 경제학, 특히 노동경제학과 산업조직론에서 부분 

식별이 가장 많이 응용되었다. 이 장의 마지막에서는 다른 선행 연구에 대해서도 간

단하게 소개할 것이다.  

2.1. Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 실증 분석 사례

임금 구조의 변화는 노동경제학에서 많이 연구되는 주제 중 하나이다. 특히 학력이

나 성별에 따른 임금 격차의 변화 분석이나 같은 집단 내에서의 불평등(within-group 

inequality)의 변화를 분석하는 것이다. 이러한 연구에 있어서 어려운 문제 중 하나가 

개인의 노동시장에서의 참여에 관한 선택(selection into work) 문제를 어떻게 고려하

느냐는 것이다. 구체적으로 말해서 개인이 노동시장에 참여하느냐의 결정은 임의로

(randomly) 결정되는 것이 아니라 개인의 선택에 인한 것이므로 노동시장의 참가율

과 임금 구조가 동시에 변할 경우에는 임금 구조의 변화를 분석하기 쉽지 않다. 개인

이 노동 시장에 참여하는 원인과 임금 수준을 결정하는 요인의 관계에 대해서 계량 

모형을 수립하고자 할때 강한 가정 없이는 모형의 식별(identification)을 달성하기가 

쉽지 않다. 이에 대한 대안으로서 Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)는 

부분 식별 방법을 이용하여 영국에서의 임금 구조 변화에 대해서 연구하였다. 

Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 모형을 설명하면 다음과 같다. 
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종속변수(W)는 로그 임금이고 설명변수들(X)은 성별, 연령, 교육 수준 등이다. 또한 

더미변수(E)는 임금이 관측될 때에는 1의 값을 가지고 그렇지 않을 때에는 0의 값

을 가진다고 하자. X = x로 주어져 있을때 W의 조건부 누적 분포 함수(conditional 

cumulative distribution function)를 F(w | x)라고 정의하자. 선택 편의(selection bias)의 

문제 때문에 

 F (w | x) ≠ F (w | x, E = 1)

다시 말해서, 연구자가 알고자 하는 로그 임금의 조건부 누적 분포 함수는 관측된 임

금의 조건부 누적 분포 함수로는 식별이 되지 않는다. Manski(2003, 2007)의 부분 식

별은 다음과 같은 식에서 출발한다. 

 F (w | x) = F (w | x, E = 1)P (x) + F (w | x, E = 0)[1 – P (x)]

위 식에서 P(x) = Pr (W = 1 | X = x), 즉 X = x로 주어져 있을 때 노동시장에서 고용될 

조건부 확률을 뜻한다. F (w | x)가 식별이 어려운 이유는 F (w | x, E = 0)가 관측되는 

자료들을 통해서는 직접 식별이 가능하지 않기 때문이다. 식별할 수 없는 F (w | x, E 

= 0)가 확률이므로 언제나 

 0 ≤ F (w | x, E = 0) ≤ 1

이라는 사실에 착안하여, Manski(2003, 2007)의 최악 경우 범위(worst-case bounds)

는 다음과 같이 주어진다. 

(2.1) F (w | x, E = 1)P(x) ≤ F (w | x) ≤ F (w | x, E = 1)P(x) + [1 – P(x)] 

이런 로그 임금의 조건부 누적 분포 함수에 대한 범위(bounds)를 조건부 분위수

(conditional quantiles)로 바꾸어서 표현하면 다음 식과 같다. 

(2.2) Ql(τ | x) ≤ QW | X  (τ | x) ≤ Qu(τ | x)
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여기서, QW | X (τ | x)는 로그 임금의 τ-조건부 분위수를 뜻하고, Ql (τ | x) ≡ wl
*와 Qu(τ | x) 

≡ wu
*는 각각 다음의 두 식을 만족하는 해들이다.

 τ = F (wl
* | x, E = 1)P(x) and τ = F (wu

* | x, E = 1)P(x) + [1 – P(x)] 

위의 식 (2.1)에서 볼 수 있듯이, P(x)가 클수록 식별되는 구간이 좁아진다. 다시 말

해, 많은 개인들이 고용되어 있을 때에만 Manski(2003, 2007)의 최악 경우 범위

(worst-case bounds)는 유용한 정보를 줄 수 있다. 

Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)는 영국 자료를 이용해 분석했는데 

여성과 같은 집단에 있어서는 고용률이 높지 않아 식 (2.1)이나 혹은 식 (2.2)로는 성

별로 인한 임금 격차에 대해서 유용한 결과를 구할 수 없었다. 이런 문제를 극복하기 

위해서, Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)는 Manski(2003, 2007)의 최악 

경우 범위(worst-case bounds)에 경제학 이론을 기반으로 해서 추가적인 가정을 부가

해 범위가 줄어드는지를 보았다. 

가능한 추가적인 가정의 예로서, Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)

는 확률적 지배(stochastic dominance) 가정을 고려하였다. 통상적인 경제 이론에 따

르면, 개인의 노동시장에서의 참여에 관한 선택(selection into work)이 양(positive)

의 관계를 가진다고 할 수 있다. 구체적으로 말하면 고용되어 있는 근로자들의 임금

분포가 고용되어 있지 않은 근로자들의 임금 분포를 1차 확률적으로 지배(first-order 

stocahstic dominance)한다고 가정하는 것이다. 수식으로 표현하면, 모든 x와 w에 대

해서, 다음이 성립한다. 

(2.3) F (w | x, E = 1) ≤ F (w | x, E = 0)

식 (2.3)의 추가적인 가정 하에서는 범위가 다음 식으로 더 좁아진다.

(2.4) F (w | x, E = 1) ≤ F (w | x) ≤ F (w | x, E = 1)P(x) + [1 – P(x)] 

식 (2.1)과 식 (2.4)를 비교해 보면, 낮은 범위(lower bound)가 F (w | x, E = 1)P(x)에서 

F (w | x, E = 1)로 커진 것을 확인할 수 있다. 
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양의 선택(positive selection)이 모든 근로자들에게 항상 유효한 가정이 아닐 수 있

다. 다른 예로서 Manski(2003, 2007)를 바탕으로 하여, Blundell, Gosling, Ichimura, 

and Meghir(2007)는 제외 조건(exclusion restriction)이나 혹은 확률적 단조성

(stochastic monotonicity)을 가정해서 범위를 줄이기도 한다. 먼저, 제외 조건을 이용

한 방법을 소개하자. X = x로 주어져 있을 때 새로운 변수(Z)가 로그 임금(W)과 조건

부 독립이라고 가정하자. 다시 말해, 모든 x, w와 z에 대해서 다음이 성립한다. 

(2.5) F (w | x, z) = F (w | x)

다음과 같은 두 함수를 정의하자. 

 F1(w | x) := max {F (w | x, z, E = 1) P(x, z)}
                                                        z

그리고

 F2(w | x) := min {F (w | x, z, E = 1) P(x, z) + [1 – P(x, z)]} 
                                            z

여기서, P(x, z) = Pr (W = 1 | X = x, Z = z)이다. 그러면 다음과 같은 식별 범위가 주어

진다. 

(2.6) F1(w | x) ≤ F (w | x) ≤ F2 (w | x)

식 (2.6)으로 주어진 식별 범위의 약점은 제외 조건를 만족하는 변수를 실증 사례에

서 찾기가 어렵다는 것이다. 따라서 좀 더 완화된 가정으로서, 임금의 조건부 분포가 

z에 따라 단조적으로 줄어든다(stochastic montonicity)고 가정해 볼 수 있다. 수식으

로 표현하면, 모든 x, w, z, z′ (z < z′)에 대해서 다음이 성립한다. 

(2.7) F (w | x, z′) ≤ F (w | x, z)

이 가정 하에서는, Z = z1에 대해서 다음과 같은 식별 범위가 주어진다.
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(2.8) F3(w | x, z1) ≤ F (w | x, z1) ≤ F4(w | x, z1) 

여기서, 

 F3(w | x, z1) : = max {F (w | x, z, E = 1)P(x, z)}
                                                         z ≥ z1

이고 

 F4(w | x, z1) := min {F(w | x, z, E = 1)P(x, z) + [1 – P(x, z)]}
                                            z ≤ z1

이다. 제외 조건이나 확률적 단조성 가정을 추가해서 식별 범위를 구하기 위해서는 Z

변수의 관측이 요구된다. Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 연구에서

는 비근로 복지 수혜 임금(out-of-work welfare benefit income)을 Z 변수로 이용하였

다. Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 연구 결과에 따르면 비근로 복

지 수혜 임금(Z )은 제외 조건을 충족하지 않는다는 검정 결과를 얻은 반면, 완화된 

가정인 확률적 단조성에 대해서는 그런 결과를 보이지 않았다. 

Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 실증 분석 결과를 간략히 요약

하면 다음과 같다. 영국 자료(구체적으로는 U.K. Family Expenditure Survey)를 이

용하여 임금 불평등(wage inequality)의 변화에 관해 부분 식별 방법을 응용한 결과, 

1970년대 후반에서 2000년 사이에 (1) 전체 임금 불평등과 교육 수준 내의 임금 불

평등이 증가하였고, (2) 연령 간 차이도 증가하였으며, (3) 교육 수준에 따른 임금 격

차도 증가하였고, (4) 25세 저숙련 여성 근로자들의 동일한 남성 근로자들과의 격차

는 적어도 23% 이상 줄어 들었지만, 40세 저숙련 여성 근로자나 대졸 여성 근로자들

에 대해서는 남성과의 임금 격차가 줄었다는 유의미한 근거를 찾지 못했다. Blundell, 

Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)는 부분 식별 방법을 이용해서 임금 분포 변화에 

있어서 유용한 실증 결과를 낼 수 있음을 보였다. 국내 자료를 이용해서 그들의 연구 

방법을 응용 및 추가, 발전시키는 것이 흥미로운 미래의 연구 주제라고 할 수 있다. 

2.2. Ciliberto and Tamer(2009)의 실증 분석 사례

Ciliberto and Tamer(2009)는 완전 정보(complete information) 하에서의 정적인
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(static) 이산(discrete) 게임에서 플레이어들의 수익 함수(payoff function)를 추정하는 

방법을 개발하였다. 특히 플레이어들의 이질성(heterogeneity)을 강조하여 시장에서 

균형이 결정되는 과정에 대한 가정을 이전 연구에 비해 완화시킨 것이 특징이다. 그 

결과 계량 모형이 부분 식별되는 것으로 표현되었고, Ciliberto and Tamer(2009)는 이

런 방법론을 미국 항공운송업에 적용해 새로운 추론 방법의 유용함을 보였다. 

Ciliberto and Tamer(2009)의 추론 방법을 구체적으로 소개하기 위해서 다음과 같

은 기업의 이윤 함수를 정의하자. 

(2.9) π α β γ δ φ εim m i im i im i j
i

j i
im jm

j i
j
i

jm imS Z W y Z y= ′ + ′ + ′ + + ′ +
≠ ≠

∑ ∑

여기서, 첨자 i는 기업을 뜻하고 첨자 m은 시장을 나타낸다. 또한, πim는 기업 i의 시

장 m에서의 이윤을 뜻하고, yim은 기업 i가 시장 m에 진입했는지(yim = 1) 안 했는지

(yim = 0)를 보여 주는 더미 변수이며, Sm은 시장 m에서 기업들에게 공통된 특성들을 

나타내는 벡터이다. 두 변수 Zim과 Wim은 시장 m에 진입한 기업 i의 고유한 특성들이

다. 두 변수들 간의 차이는 Zim가 시장에 진입한 다른 기업들의 이윤에 영향을 미칠 

수 있는 변수인 반면 Wim은 시장에 진입한 다른 기업들에는 영향을 미치지 않는 변수

라는 점이다. 예를 들면, Zim은 소비자의 선호에 영향을 미칠 수 있는 상품의 특성일 

수 있는 반면 Wim은 생산에 필요한 비용을 들 수 있다. 마지막으로, εim은 실증 분석하

는 연구자에게는 관측되지 않는 변수이다. Ciliberto and Tamer(2009)는 완전 정보를 

가정함으로써 시장의 모든 플레이어들이 εim을 관측한다고 가정하고 있다. 시장 m에 

있어서 모든 관측 가능한 독립변수들을 모아서 Xm = (Sm, {Zim : i = 1, …, K }, {Wim : i 

= 1, …, K})이라고 하자. 여기서, K는 시장에 진출할 수 있는 모든 잠재적 기업들의 

수이다. 

이윤을 결정하는 위 식 (2.9)에서는 모든 계수(coefficient)들이 기업마다 고유한 값

을 가지고 있다고 가정하고 있다. 즉, 모든 계수들이 첨자 i에 의존한다. 특히 {δj
i, f j

i}

는 다른 기업들의 시장 진입에 따라 기업 i의 이윤이 어떻게 변하는지를 보여 주는 

계수들이다. 

Ciliberto and Tamer(2009)는 각 시장에서의 기업들의 수(K)는 작고 시장의 수(n)가 

무한대로 커진다고 가정하며, 또한 εim가 관측되는 독립변수들(Sm, Zim, Wim)과 독립이

고 εim의 확률분포가 유한차원의 모수 θ에 의해 결정된다고 가정한다. 벡터 ym = ( y1m, 
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…, yKm)는 시장에 진입할 수 있는 잠재적 K 개의 기업들의 진입 여부를 나타내는 변

수이고 Xm = (X1, …, XK)라고 하자. ym과 Xm이 무작위 포본으로부터 추출되었다고 

가정하면, Ciliberto and Tamer(2009)는 이 경우에 기업들의 조건부 시장 진입 확률 

(P(y | X))이 θ에 의존하는 함수들에 의해서 부등식의 형태로 다음과 같이 나타나게 

됨을 보였다.

 H1(θ, X) ≤ P(y | X) ≤ H2(θ, X)

다시 말해, 모형의 모수 θ 들이 조건부 부등식 제약 하에서 부분 식별되는 것이다. 실

제 추정 시에는 H1과 H2를 직접 구하기는 쉽지 않다. 따라서, Ciliberto and Tamer 

(2009)는 몬테칼로 모의 시행(Monte Carlo simulations)을 통해 구하는 것을 제안하고 

있다. 구체적인 내용은 Ciliberto and Tamer(2009)의 3.5절을 참조하기 바란다. 

Ciliberto and Tamer(2009)의 실증 분석 예를 간략히 정리하면 다음과 같다. 미국 

항공운송업에서 시장 진입과 관련하여 부분 식별 방법을 적용한 결과, 경쟁의 효과

가 대형 항공사들(American, Delta, United)인지 혹은 Southwest와 같은 저가 항공사

인지에 따라서 달라졌음을 보였다. 또한 정책 실행에 관한 모의 실험을 계량 모형 결

과를 바탕으로 수행할 수 있음을 보였다. 특히, 모형의 식별이 제한된 구조적 모형

(structural model)에서도 정책 실험(policy experiment)이 가능함을 보였다는 점에서 

큰 시사점이 있다고 할 수 있다. 

2.3. 기타 경제학 분야에서의 실증 분석 사례

Blundell, Gosling, Ichimura, and Meghir(2007)의 연구뿐만 아니라 그 외의 다양

한 노동경제학의 주제들에 대해서 부분 식별 방법이 적용되었다. 몇 가지 예를 들면, 

Manski and Pepper(2000)는 단조적 도구 변수(monotone instrumental variables)를 이

용해 교육 수준으로 인한 임금 격차를 부분 식별 방법으로 연구하였으며, Gonzalez 

(2005)는 언어 습득 기술(language skills)에 대한 노동시장에서의 보수(returns)를 비

모수적 부분 식별 방법으로 분석하였다. 또한 Kreider and Pepper(2007)는 장애와 고

용 간의 관계에 관하여, Lee and Wilke(2009)는 독일에서의 실업 보상에 대한 정책 

변화의 효과에 대해서, Nicoletti, Foliano, and Peracchi(2011)는 소득빈곤도 추정에 

있어서 각각 부분 식별 방법을 이용하여 실증 분석하였다. 또한 Chetty(2011)는 부분 
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식별의 아이디어에 착안하여 노동 공급의 탄력성에 대한 기존 연구들을 종합하였다. 

산업조직론에 있어서도 Ciliberto and Tamer(2009)의 연구 결과 이외에도 여러 선

행 연구가 있다. 예를 들면 Haile and Tamer(2003)는 영국식 경매(English auction)에 

부분 식별을 적용해 분석하는 방법을 제시했고, Pakes(2010)는 산업조직론에서 경제 

행위의 선택 모형들이 어떻게 부등식을 유도해 내는지를 보여 주고 있다. 

최근에는 노동경제학이나 산업조직론 이외에도 부분 식별의 방법론이 전파되고 

있다. 거시경제학 실증 분석에서의 예를 들면, Moon, Schorfheide, Granziera, and 

Lee(2011)는 구조적 벡터 자기 회귀 모형(structural vector autoregressions, 줄여서 

SVARs)에 있어서 부호 제약(sign restriction)에 따른 부분 식별에 관해서 연구하였다. 

3. 부분 식별에 있어서의 추론 방법

이 장의 목적은 부분 식별로 정해지는 식별 영역에 관한 추론 방법을 소개하는 것

이다. 최근 계량 경제학에서 가장 많이 연구되고 있는 분야 중의 하나가 식별 영역에 

관한 추론 방법들이다. 그 중 가장 활발히 연구가 진행된 분야는 부분 식별된 변수가 

유한한 수의 무조건부 부등식 제약(unconditional inequality restrictions)으로 정의되

는 경우이다. 예를 들면, 최근의 참고 문헌으로는 Andrews and Guggenberger(2009), 

Andrews and Jia(2008), Andrews and Soares(2010), Beresteanu and Molinari(2008), 

Bugni(2010), Canay(2010), Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007), Galichon and 

Henry(2009), Romano and Shaikh(2008, 2010), Rosen(2008) 등이 있다. 

유한한 수의 부등식 제약을 다루는 문헌에 추가하여 가장 최근에는 연속체 부등식

(a continuum of inequalities)이 주어져 있을 때의 추론 방법들이 개발되고 있다. 예

를 들면 Andrews and Shi(2009), Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009), Kim(2009), 

Menzel(2009) 등이 있다. 

본 논문에서는 선행 연구 중에서 특히 Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)와 

Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)에서 개발된 추론 방법들을 자세히 소개한다. 

3.1. Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)의 추론 방법

먼저 Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)의 추론 방법을 소개한다. Chernozhukov, 

Hong, and Tamer(2007)의 분석은 계량 모형의 제약들을 담은 모집단의 판정 기준 함
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수(criterion function)로부터 시작한다. θ ∈ Θ ∈ Rd ↦ Q(θ )를 판정 기준 함수라고 

표현해 보자. 여기서 편의상 판정 기준 함수가 항상 음수가 아니라고 가정하자. 그러

면 식별 영역은 

 ΘI = {θ ∈ Θ : Q(θ) = 0}

으로 주어진다. Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)는 식별 영역를 추정하기 위해

서 표본 판정 기준 함수 Qn(θ)의 경로 집합(contour set)을 이용한다. 

판정 기준 함수가 계량 모형으로부터 어떻게 도출되는지를 보여 주기 위해서, 다음

과 같은 적률 부등식 제약을 고려하자.

(3.1) E [m(θ, W )] ≤ 0

여기서, m(θ, W)는 모수(θ)와 확률 벡터(W)에 의존하는 적률 함수들의 벡터이다. 따

라서 식 (3.1)로부터 정의된 식별 영역은  

 ΘI = {θ ∈ Θ : E [m(θ, W )] ≤ 0}

이다. 이제 다음과 같은 판정 기준 함수를 정의하자. 

(3.2) Q(θ) := || E[m(θ, W )]′W 1/2(θ) ||+
2

여기서, || x ||+ = || max(x, 0) ||+이고 W (θ)는 θ에 대해서 연속이며 대각선 원소들이 모

든 θ에 대해서 양인 대각선 행렬이다. 그러면 ΘI 는 식 (3.2)에서 정의된 Q(θ)를 최소

화하는 θ값들의 집합으로 정의할 수 있다. 따라서 ΘI에 대한 추론은 다음과 같은 표

본 판정 기준 함수 Qn(θ)를 바탕으로 할 수 있다. 

(3.3) Q n m W Wn i
i

n

n( ) : ( , ) ( )/θ θ θ= 




′

−

=
+

∑1

1

1 2

2
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여기서, Wn(θ)는 W(θ)를 균일하게 일치하는(uniformly consistent) 추정량이다. 실제 

응용에 있어서는 Wn(θ)를 단위 행렬(identity matrix)로 두거나 각각의 표본 적률의 표

준 오차로 둘 수 있다. 

Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)는 식별 영역를 추정하기 위해서 다음과 같

은 경로 집합(contour set)을 제시한다.

 Cn(c) := {θ ∈ Θ : an Qn(θ) ≤ c}

여기서, 상수 c는 기각값(critical value)이며, an는 표준화하는 수열이다. 후자에 대해

서 구체적으로 언급하면, an는 

 C n := sup an Qn(θ)
                                                              θ ∈ ΘI

가 확률적으로 유계(stochastically bounded)이고 정상적인 대표본 분포를 가지도록 

보장할 수 있도록 선택되어야 한다. 가령, 많은 경우에 있어서 an = n이다.  

Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)는 상수 c의 결정에 관해서 여러 방법을 

언급하고 있는데 한 방법은 c가 C n의 α-분위수(quantile)의 추정량이 되도록 설정

하는 것이다. 이럴 경우, Cn(c)는 ΘI의 α 수준의 신뢰 영역이 된다. Chernozhukov, 

Hong, and Tamer(2007)는 C n의 α-분위수(quantile)의 일반적인 추정 방법으로 부표

집(subsampling)을 추천하고 있다. Chernozhukov, Hong, and Tamer(2007)는 부분 식

별 추정 방법의 일반론을 광범위하게 발전시킨 논문으로서, 추가적인 논문들에 강한 

영향을 주었다. 자세한 이론적 결과들과 구체적인 예들은 Chernozhukov, Hong, and 

Tamer(2007)를 참조하기 바란다. 

3.2. Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)의 추론 방법

이제 Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)의 추론 방법을 소개하도록 하자. 머리말

의 식 (1.1)에서 정의된 식별 영역에 관한 추론을 위해서는 양 끝점(end-point)에 대

한 추론이 요구된다. 구체적으로 언급하면, supv ∈V θ l(v)와 inf v ∈V θ u(v)에 대한 추론

이 필요하다. 양 끝점(end-point)에 대한 논의가 대칭적이므로, 이 장에서는 상단 범

위(upper bound)에 관해서만 논의하도록 하자. 즉, 다음과 같은 상단 범위값(θ0)을 고
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려한다. 

(3.4) θ * ≤ θ0 := inf θ (v)
                                                                      v ∈V

여기서, v ↦ θ(v)는 범위를 결정하는 함수이고 V  는 하한(infimum)을 정하는 집합이

다. 

상단 범위값(θ0)에 대한 한 방법은 θ(v)에 대한 추정량(θ� (v))을 이용하여 표본 최소

값(inf v  ∈V θ� (v))을 고려하는 것이다. 그러나 표본 최소값은 실제 응용에 있어서 문제

가 있을 수 있다. 첫째, 실제 표본에서는 표본 최소값은 하방 편향(downward biased)

되기 쉽다. 이럴 경우, 표본에서 정해지는 식별 영역이 모집단(population)에서 정의

되는 식별 영역보다 휠씬 더 좁게 정해질 수 있다. 둘째, 추정량(θ� (v))은 v값이 변함에 

따라 다른 분산값을 가질 수 있다. 다시 말해, 추정량(θ� (v))의 정밀도가 v값에 따라 크

게 변한다면 표본 최소값(inf v  ∈V θ� (v))이 모집단에서 정의되는 식별 영역에 대한 왜

곡된 정보를 주기 쉽다. 

표본 최소값의 이런 문제를 극복하기 위해서, Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)

은 다음과 같은 편향과 정밀도의 문제가 고려된 추정량을 제시하고 있다.

(3.5) θ� (p) := min [θ� (v) + k (p) · s(v)]
                                                        v ∈V

여기서 s(v)는 θ� (v)의 표준오차이고 k(p)는 기각값(critical value)이다. 기각값의 

선택에 관해서는 아래에서 언급할 것이다. 다시 말해, Chernozhukov, Lee, and 

Rosen(2009)의 추정량(θ� (p))은 편향과 정밀도를 수정한 후 최소값을 구한다.   

위 식 (3.5)에서 정의된 추정량을 이용하기 위해서는 기각값(k (p))을 정해야 한다. 

Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)은 기각값을 정하기 위해 다음과 같은 정규화된

(standardized) 통계량을 고려한다. 

 

여기서 σ(v)는 s(v)에 대해 균일하게 일치하는(uniformly consistent) 표본 추정량이다. 

일반적으로, 유한 표본(finite sample)에서는 통계량 Zn의 확률분포를 알 수 없다. 그
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러나 표본의 크기(n)가 증가함에 따라, Zn는 다음과 같이 가우시안 확률 과정들(Z *n )

의 수열로 균일하게 근사할 수 있다. 

(3.6) ān sup | Zn(v) − Z *n (v) | = op(1)
                                                v  ∈V

여기서 ān은 표본의 크기가 증가함에 따라 무한대로 가는 수열이다. 그러면 어떠한 

컴팩트 집합(V ∈ V  )에 대해서도, supv ∈V Z *n (v)의 확률분포를 점근 근사(asymptotic 

approximations)에 따른 분석 방법이나 좀 더 일반적으로는 모의 실험을 통해 근사할 

수 있다. 따라서 Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)은 기각값을 supv ∈V Z *n (v)의 p-

분위수로 정할 것을 제안하고 있다. 

Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)에서는 이론적 근거 및 컴퓨터 모의 실험

(simulation) 결과를 통해 새로운 추정량의 유용성을 제시하고 있다. 구체적인 통계

량의 이행 방법(implementation method) 및 다양한 예들을 Chernozhukov, Lee, and 

Rosen(2009)에서 참조하기 바란다. 

이 장에서는 마지막으로 2.1.장에서 소개된 사례들을 Chernozhukov, Lee, and 

Rosen(2009)에 근거한 추론 방법을 이용해 어떻게 분석할 수 있는지 논의하도록 하

겠다. 예를 들어, 식 (2.8)에서 정의된 식별 범위에서 상한 범위값을 고려하자. 식 

(2.8)에서 w, x, z1의 값들이 주어져 있다고 하면, 다음과 같이 상한 범위값(θ0)이 결정

된다. 

 θ0 = min θ (v)
                                                                  v ∈V

여기서, V = {v ∈ Z: v ≤ z1}, Z는 비근로 복지 수혜 임금(Z)의 받침(support)이고 

θ(v) = F(w | x, v, E = 1)P(x, v) + [1 − P(x, v)]이다. 

Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)의 추정량을 적용하기 위해서는 θ(v)의 추정량

이 필요하다. 여기서 θ(v)는 다음과 같은 조건부 기대값(condtional expectation)으로 

표현할 수 있다. 

(3.7) θ(v) = E [1(W ≤ w) 1(E = 1) + 1(E = 0) | X = x, V = v]
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여기서, w, x의 값들은 이미 주어져 있기 때문에 θ(v)는 단지 v의 함수로만 표시되

어 있다. 종속변수에 대해서 Y := 1(W ≤ w) 1(E = 1) + 1(E = 0)로 정의하면 θ(v)는 

X = x, V = v로 주어져 있을 때의 Y의 조건부 기대값이 된다. 따라서, θ(v)는 통상적

인 조건부 기대값을 추정하는 방법으로 추정하면 된다. 예를 들면, 비모수적 회귀 모

형(nonparametric regression model)을 이용해서 구할 수 있다. 구체적인 방법들은 

Chernozhukov, Lee, and Rosen(2009)과 이 논문에서 인용하고 있는 참고 문헌을 참

조하기 바란다. 

4. 맺음말

지금까지 이 논문에서는 계량 경제학 모형의 부분 식별에 관해서 구체적으로 살펴

보았다. 부분 식별 방법론은 최근 10년간에 계량 경제학 내에서 가장 활발히 연구가 

진행되고 있는 분야이며, 이론적 발전의 속도가 매우 빠른 분야이기도 하다. 그뿐만 

아니라, 노동경제학 및 산업조직론 등에서 응용되기 시작하였고 현재 추세가 계속 

된다면 가까운 미래에는 중요한 실증 분석틀 중의 하나로서 자리매김할 확률도 높

다. 부분 식별 방법은 자료의 미비함이나 계량 모형의 불완전성을 편의적 혹은 작위

적 가정으로 대체하지 말고 모형의 모수가 부분적으로만 식별되는 상황 하에서도 유

용한 결론을 얻을 수 있는냐에 초점을 맞추고 있다. 따라서, 부분 식별 계량 모형에

서 얻어진 결론은 상대적으로 좀 더 신뢰성이 높다고 할 수 있다. 이러한 부분 식별  

계량 모형을 분석하기 위해서는 기존의 계량 이론과는 다른 새로운 이론이 요구되는

데 최근 계량 경제학 이론에서 다양한 새로운 방법론을 제시해 왔다. 이 논문에서는 

그런 연구 문헌을 소개하고 그 중에서 일부를 자세히 소개하였다. 이런 새로운 계량 

기법을 이용하여 국내 자료를 분석하여 국내 실증 연구에 기여하는 것이 중요한 미

래의 연구 주제 중의 하나이다. 또 다른 연구 주제는 새로 제시되고 있는 기법을 비

교·분석하여 어느 방법이 우월한지 규명하는 것이다. 마지막으로, 연구자들이 편리

하게 사용할 수 있도록 컴퓨터 프로그램을 개발하는 것도 중요 과제라고 할 수 있겠

다.   
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Abstract

Partial Identification of Econometric Models: 
A Selective Survey

Sokbae Lee

Partial identification of econometric models refers to settings where parameters of 

interest are not point-identified but only known to lie within a subset of the parameter 

space. This paper surveys the latest developments in the literature on partial 

identification in econometrics and illustrates the usefulness of this new approach by 

reviewing a few examples in economics.

Keywords: Intersection bounds, Partial identification, Identification region




